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Zusammenfassung

lelder werden in der Strémungslehre grundlegende Begriffe,
wie Geschwindigkeit und Beschleunigung, nicht mit der srforder-
1lichan Exaktheit festgelegt, was zu falschem Schlussfolgerungen
fithrt. Nach Beseltigung dieses Mangels durch klare Definitionen
wird der Wirbelbau besprochen, wobei es sich zelgt, dass elner

wirbelkerngrenzschicht, als Sitz des Lambvektors, besondere Ba-

deutung zukommt. Unter gegabenen Voraussatzungen kann es aus
gtablilitdtsgrilnden zu spontanen, von Husseren Elnwlrkungen
weltgehend unabhlingigen Wirbelblldungen kommen. Der Vorgang 1st
mit Entropievernichtung verbunden und fédllt daher nicht in den
Giiltigkeltsberelch des 2.Hauptsatzes der Widrmelehre. Das 1st,
klasaisch betrachtet, von entscheldender Bedesutung fiir das ge-
samte Hatu;gasuhahan, denn in klassischer Sicht beherrschen
Wirbelgesetze den Mikro- wie den Makrokosmos, von den Maxwell-
schen Glelchungen der Elektrodynamik ilber die Teilchen- und
Atomphysik, die physikalische Chemie, die Biologie und Meteo-
rologle, bis zur Astrophysik und Kosmologls.
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1. Grundbegriffe:

1. Jeder Strémungsvorgang lHsst sich zerlegen in einen wirbel-
frelen und einen quellenfreien Anteil, so wie sich das elektro-
magnetische Feld in einen elektrischen und einen magnetischen

Anteil zerlegen lHsst.

2. Der wirbelfreie Anteil einer Stromung wird durch Stromlinien
beschrieben, die in jedem Punkt die augenblickliche Richtung der
Geschwindigkeit W angeben. Der quellenfreie Anteil wird durch

Wirbellinien, rot w-Linien, beschrieben, die in Jedem Punkt die

augenblickliche Richtung der Drehachse lokaler Drehungen angeben.

3. Bahnlinien kleinster Masseteilchen sind nur bei stationirer
Stromung mit Stromlinien identisch. Piir den Augenblick der Beob-
achtung haben aber Bahn- und Stromlinien in jedem Punkt, auch

bei nichtstationfirer Strémung, eine gemeinsame Tangente.

4. Im Inneren eines Mediums mit vernachlédssigbarer Ziahigkeit
kdnnen Wirbellinien weder beginnen noch enden. Entweder sind sie

in sich geschlossen oder sie beginnen und enden an Grenzflichen.

5. Ein Biindel von Wirbellinien beschreibt einen Wirbelfaden. Ein
Wirbelfaden besteht stets aus den gleichen Masseteilchen, auch
wenn er sich fortbewegt oder seine Form Hndert (Helmholtz). Fiir
den Vorgang der Bildung oder Vernichtung eines Wirbelfadens ist

eine, wenn auch sehr kleine Zihigkeit niocht vernachlidssigbar.

6. Ist die Ungebung eines Wirbelfadens wirbelfrei, so bezeichnet
man den Faden als Wirbelkern und die ihn umkreisende Strémung

als Wirbelfeld oder Potentialwirbel.

7. Das den Wirbelkern einmal umschliessende Wegintegral der Ge-



schwindigkeit, genannt Zirkulation oder Wirbelstdrke [, ist
filr den betrachteten Faden konstant und unabhéngig von der

Wahl des Integrationswegs.

Im stabilen, stationdren Zustand uUberlagert sich der Drehung
eines Wirbelkerns eine achsparallele Stromung. Bel der so
entatehenden, nach Beltrami benannten Strémung verlaufen
Strom- und Wirbellinien bel Rechtsschraubung parallel, bei

Linksschraubung antiparallel.

Ein stabiler Wirbelring besitzt, wegen dlieser achsparallelen
Stromungskomponente, einen Eigendrehimpuls oder Spin. Wahrend
der Ringdurchmesser eine Funktion der Translationsgeschwin-
digkeit des Wirbelrings ist und mit wachsender Translations-
geschwindigkeit kleiner wird, bleibt der Spin, aus Griinden

der Drehimpulserhaltung ungedndert.



2. Geschwindipgkeit, Beschileunigung:

1.

5.

Die Stromungsgeschwindigkeit w ist definiert als die auf die

Zeit t bezogene Verschiebung s eines kleinen Masseteilchens.

. Die Verschiebung ist im allgemeinen eine Punktion sowohl des

Orts, des Radiusvektors ;; als auch der Zeit +:
§ = §(7T,t) (2.1)

Nur bei stationdrer Strémung darf d3 gleich AT gesetzt werden.

. Zerlegung des Geschwindigkeitsdifferentials dw in einen 8rt—

lichen, konvektiven und einen zeltlichen, lokalen Anteil er-

gibt: e . . oW
dw = dr grad w + —--- dt (2.2)
ot

Die Beschleunigung ist die auf die Zeit bezogene Geschwindig-

keit: ., 4w af¥ . . W _
A= == = «— grad w + ——- (2.3)
at At 2t

Hier darf df/ht - entgegen der Lehrmeinung - nur bei statio-
ndrer Stromung durch w = dE}Ht ersetzt werden. Nur fiir sta-

tiondre Stromungen gilt folglich die Zerlegung:

> d; . . —y WE - —+
8 = -—— grad w = w grad w = grad-- - w xrot w (2.4)
dt 2

Anmerkung: Das allgemeine Missverst#indnis beruht auf einer
fehlenden Unterscheidung zwischen abhéinglg und unabhingig
Verédnderlichen. Definiert man die Geschwindigkeit durch
dE/ﬁt, so verwendet man r = ;(t] als abhdngig Verdnderliche
und darf dann r in (1.2) nicht gleichzeitig als unabhangige

Ortskoordinate verwenden.

Die als Lambvektor bezeichnets Beschleunigungskomponente ;L
EL = - WxTrot W (2.5)

ist bel stationdrer Stromung als Gradient von einem Potential
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herleitbar, wie aus folgendem ersichtlich:

In jedem wirbelfreien, einfach zusammenhéingenden Vektorfeld
ligst sich der PFeldvektor von einem Potential herleiten. Das Weg-
integral des Vektors ilber eine geschlossene Linie ist dann gleich

noll: . o
Sh_ds = 0 (2.6)
Q

Im stationdiren Fall muss das Beschleunigungsfeld (a-Feld) wirbel-
frel sein, in sich geschlossene Beschleunigungslinien (a-Linien)
darf es nicht geben. Andernfalls kann die Beschleunigung nicht
durch Druckkrédfte ausgeglichen sein, wis dies zur Aufrechterhal-
tung eines stationdren Zustands erforderlich ist. Es gilt somit:
rot a = 0 (2.7)
woraus folgt, dass sich die Beschleunigungen in stationdren Wir-
beln von einem Potential E (gemessen in J/kg} herleiten lassen:
a = grad B (2.8)
Das fithrt, eingesetzt in (2.3) zu dem Frgebnis, dass im stationa-
ren Fall auch der Lambvektor von einem Potential, ndmlich der
Wirbel- oder Bindungsenergie y (gemessen in J/kg) herleitbar ist:
- - wE
ap = - wXrot w = grad E - gradzf = grad y (2.9)
Mit dieser Herleitung der Lambbeschleunigung von einem Potential y
wird es moglich, die Eulersche Beschleunigungsgleichung - entge-
gen der Lehrmeinung - auch dann.zu integrieren, wenn die Siromung

nicht wirbelfrei ist, worauf noch zuriickzukommen sein wird.

Aus (2.9) folgt: 2 -y b
g - -Sﬁxrnt %)ai (2.10)

1
Die Bindungsenergie ¥ ist das Wegintegral der Lambbeschleunigung,

stationdre Verhdltnisse vorausgesetzt. Der Integrationsweg 1ist

dabel beliebig widhlbar.



3. Energle:

Aus Griinden der Energieerhaltung gilt fiir ein Gas mit der
inneren Energie u (gemessen in J/kg), dem Druck p (H/hz}, dem
spez.Volumen v (m}fkg} und der zugefilhrten Wirmemenge q (J/kg)
bel vernachldssigbarer kinetischer Energie der 1l.Hauptsatz der

Warme lehre:
dq = du + p dv (3.1)

Ist die betrachtete Gasmenge mit der Geschwindigkeit w wir-
belfrei bewegt, so ergibt sich die auf die Masse bezogene kine-

tische Energie wz/? durch Integration der Eulerschen Beschleuni-

gungsgleichung -
a=-v grad p (3.2)
- L, d;'l +* ""+ +» wg
A ds = ——dsz[wdw=—-— (3.3)
dt 2
- S(v grad p)ds = - (v dp (3.4)
also: "E
fi-E- = = 7 dp {3'5}

was in Verbindung mit (3.1) den Energiesatz eines wirbelfrei be-

wegten Gases ergibt: 2

dq = 4= + du + d(pv) (3.6)

Mit der Enthalpie h und der Staupunktsenthalpie hy kann man dafiir
auch schreiben: 2
dq = d!E- + dh = dh, (3.7)

Wird durch Reibung, in nicht vernachl#dssigbarer Weise, WArme er-
zeugt, so ist (3.2) durch die Navier-Stokessche Beschleunigungs-
gleichung zu ersetzen, was aber am Ergebnis (3.6) nichts #indert,
wenn die erzeugte WArme der WaArmemenge q zugerechnet wird.

Integration der Eulerschen Beschleunigungsgleichung (3.2)
ergibt die Bernoullische Energiegleichung, weil das Wegintegral
einer Beschleunlgung eine Energie ergibt. Ist die Stromung nicht

wirbelfrei, so tritt in der Bernoullischen Gleichung eine Kon-
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stante auf, die sogenannte Bernoullische Stromlinienkonstante B,
die von Stromlinie zZu Stromlinie ihren Wert dndert und der Lehr-
meinung nach nur emplirisch bestimmt werden kann.

Bei Anwendung auf stationdre Wirbel erhHlt man mit (2.4) die
Eulersche Beschleunigungsgleichung in der Form:

2

Erad%; —';;qrat W= -v grad p (%.8)

Integration ergibt unter Verwendung von (2.10):

wE

§-+g=—£vdp | (3.9)
Hier steht yp an Stelle von - B der Bernoullischen Gleichung. Die
unverstandene Bernoullische Konstante ist somit dem Betrag nach
nichts anderes als die auf die Masse bezogene, drtliche Bindungs-

energie eines stationdren Wirbels.

4. Wirbelkerngrenzschicht:

Erste, wenn auch wenig realistische Anndherung an einen Wir-
bel ist der Rankine Wirbel, ein langer gerader Wirbel, ohne achs-
parallele Stromungskomponente, mit einem starr rotierenden Wir-
belkern, der von einem Potentialwirbel uwageben ist, in dem die
Geschwindigkeiten mit 1/r abnehmen. Der Potentialwirbel ist para-
dox klingender Weise wirbelfrei (rot W = 0), so dass ausserhalb
des Wirbelkerns Lambvektor und Wirbelenergie verschwinden. Im
Kern ist die Winkelgeschwindigkeit, wegen dessen starrer HRotation,
konstant und das gleiche gilt fiir die Rotation der Geschwindigkeit,

denn bei starrer Hotation ist:
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e

wobei die Winkelgeschwindigkeit w mit der Umfangsgeschwindig-

keit w, an der Kerngrenze und dem Kernradius I, gegeben ist zu:

-k

Tk

W (4.2)

Damit gilt fiir den Lambvektor ;L in Abhdngigkeit vom Achsabstand r

iy - A "i -
aL=—wxrntw=-2—§r (4.3)
r
k
und fir die Wirbelenergie y:
» - “E y 2 TE
x{r} = gaL dr = - 2;5 gr dr = - “k ;5 (4.4)
k Y% k

Bei starrer Rotation, ohne axiale Stromungskomponente, nimmt
somit, gemdss (4.3), der Betrag des Iambvektors linear mit dem Achs-
abstand zu (Abb.la). In Wirklichkeit tritt im Kern eine axiale
Strdmungskomponente auf, da aus StabilitHAtsgriinden die pntﬂntiaila
Energie einem Minimum, die kinetische Energie also einem Maximum
zustrebt, sobald gewiese Bewegungshemmnisse iiberwunden sind.

Im Anfangszustand besitzt die axiale Strémung eine Geschwindig-
keitsverteilung (Abb.1lb), bis schliesslich im stabilen Endzustand
im ganzen Kern die Geschwindigkeit gleich der kritischen Ge-
schwindigkeit ist (Abb.le). Mit wachsender Axialkomponente der
Geschwindigkeit w wird der Winkel zwischen w und rot w kleiner
und entsprechend kleiner wird der Lambvektor ;L (Abb.1b). Im
stabilen Grenzfall sind ; und rot ;-parallal, s0 dass dann der
Ilambvektor auch im Kern verschwindet. Ein Strémungszustand der
als Beltramistromung bezeichnet wird (Abb.le). Mit zunehmender
axialer Geschwindigkeit weitet sich das lambvektorfreie Gebiet

um die Achse aus. Im stabilen Endzustand iast der ILambvaktor

auf eine diinne Wirbelkerngrenzschicht verdriingt. Sie wirkt bin-

dent und verdichtend Bhnlich der OberflAchenspannung eilnes Trop-



a b
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Abb. 1

fena.

Bei einem voll entwickelten Tornado kann man annehmen, dass
er dem stabllen Zustand nahe kommt, Von Ergebnissen der Rechnung
welchen gomessene Werte allerdings erheblioch ab. Luft setat sich
aus Stickstoft, Sauerstoff und Wasserdampf zusammen, was fur Wir-
belvorginge solange unwesentlich ist, solange nicht Wasserdampf
auskondensiert. Die bel Konaensation freli werdende Wiarme bedingt
eine Expansion, die aber durch das verschwinderde Volumen des
Wasserdampfs iiberkompensiert wird, so dass es zu einer Kontrak-
tion um die Wirbelachss und damit, aus Griinden der Drehimpuls-
erhaltung, zu einer Bescnleunigung der Unmlaufgeschwindigkeiten
komnt. Sieht man in erster Ndherung von dieser Schwierigkeit ab,
so ergibt sich folgendes:

a) Wirbelfeld: Das Wirbelfeld umschlliesst die Wirbelkerngrenz-
gschicht, nach aussen 1lsl es unbegrenzt. Ebei vernachldssighbarer

Warmestrahlung und Wdrmeleitung 1st das Wirbelfeld isoenergetisch,
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d.h. die auf den Staupunkt reduzierte spez.Gesamtenergie oder
Enthalpie hID hat im ganzen Gebiet den gleichen Wert. Dasselbe
gilt, wegen der Wirbelfreiheit, auch fiir die Entropie g, die im

ganzen Geblet mit dem Staupunktswert s _ ilbereinstimmt. Die Schich-

2
tung des Wirbelfelds kann im stabilen Gleichgewichtszustand als
adiabatisch angesehen werden, wobel die Zustandspunkte im pv-Dia-
gramm (Abb.3) bel radialen Fortschreiten auf einer thermodynami-
schen Adiabate liegen, beginnend beim kritischen Zustand Py vy an

der Wirbelkerngrenzschicht und endend mit dem Staupunkt p,v,.

Der Rechnung selien tolgende Daten zugrundegelegt:

Staupunktsdruck P, = 10° N/m?
gtaupunktsdichte €0 = 1,2 Rgfhﬁ
apez.Staupunktsvolumen Vo = 0,9 mﬁ/kg
Staupunktstemperatur T, = 500 K
Staupunktsschallgeschwindigkeit c, = 350 m/s
Verhdltnis der spez.Warmen g = 1,4

Die im Wirbelfeld raumlich und zeitlich konstante Gesamtener-

gie oder Enthalpie h, ergibt sich damit zu:

v p
- _ Im e — —— -+ = mem——k—— -
hﬂ - uﬂ * pnvu Gv Tn+ anu pﬂvﬂ B,V

- T PoVo = 3 0.10° J/kg (4.5)

Fiir den kritischen Druck p, an der Aussenseite der Wirbelkerngrenz-

schicht erh&lt man: o

. —

p, = (-----) p_ = 0,53-10°  N/m? (4.6)

was einer Druckabsenkung gegeniiber p, um 47% entsprechen wiirde.

Gemessen wurden etwa 20% Druckabsenkung. Fiir die Kritische Tempe-

ratur T, ergibt sich: 2
k T = ————m T = 250 K (4.7)
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was elner Tewperaturabsenkung gegeniiber T, um 50 Grad entspricht.
Da es im Tornadokern regelmissipg hagelt, ist im Kerninneren nidhe-
rungsweise eine Temperaturabsenkung dieser Grisse moglich. Im
betrachteten Wirbelfeld diurften die Temperaturabsenkungen gerin-
gar sein. Genaue Messungen liegen nicht vor, Die kritische Ge-
schwindigkeit w, an der Kerngrenzschicht ist rechnungsmissig ge-

K

geben zu: FE

w, = o ¢ =270 m/s = 960 km/h (4.8)

Gemessen wurden Geschwindigkeiten bis zu etwa 700 km h. Schliess-

lich gilt fir die kritische Dichte:

0,76 kg/m’ (4.9)

]
b
!
I
I
I
I
|
%
I
|—l
!-ﬂ
Il

was elner Abnahme gegeniber der Etaupunktadinhtafb um rd. 35% ent-
gspricht. Geeignete Messgerdte zur Bestimmung der Luftdichte
scheint es derzeit nicht zu geben, Messergebnisse an Tornados

sind jedenfalls nicht bekannt.

b) Wirbelkerngrenzschicht: Personen, welche in das Innere eines
Tornadokerns blicken konnten, berichten von Wirbelfidden, die an
den Wdnden zu hingen schienen, und von Atembeschwerden. Letztere
haben offensichtlich ihre Ursache in der Verdichtung des Kerns
durch die Wirbelkerngrenzschicht. Der thermodynamische Zustand
innerhalb und ausserhalb der Grenzschicht ist verschieden, und
der unterschiedliche Bewegungszustand wird durch die Grenzschicht
nach Art eines Walzenlagers ausgeglichen, wobei Wirbelfaden die
Rolle der Walzen iibermehmen. Dem Magnuseffekt entsprechend iuben
die Wirbelféden in Verbindung mit ihrer PFortbewegung Krafte wie
bei einem Flettnerrotor aus. Mathematisch sind sie durch die Lamb-
beschleunigung bestimmt. In der Wirbelkerngrenzschicht sind die
Wirbelfiden wendelfdrmig angeordnet, was durch Beobachtungen be-

stidtigt wird. Zur Vereintachung der Rechnung seil aber angenommern,
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Abb.2

dass sie n#herungsweise achsparallel ausgerichtet sind. Einen
nichtmesstiéblichen Querschnitt zeigt Abb.Z2.
Die Translationsgeschwindigkelt Wy eines Fadens ist:
Ll + W
S S (4.10)
2
urd fiir die Winkelgeschwindigkeiten der Fdden gilt:

Wo — W
= St (4.11)
2 Iy
Es folgt fiir den Lambvektorbetrag: 0 5
W, - W
A = —|Wwxrot W|l= - w, 203 = - e (4.12)
L t 2
Ts

und fiir die Wirbelenergis y, dna w, und v, im stabilen Eustanﬂ

kritische Geschwindigkeiten sind:

= - x (pyvy- pyvy)  (4.13)

Bei spontancr Wirbelbeschleunigung wixrd Bindungaasnargia
frei, die teils in Bewegungsenergie umgesetzt, teils an die Um-
gebung abgegeben, bzw. abgestrahlt wird, vorwiegend wahrschein-
lich durch Schwingungen im HSrbereich. Die Umwandlung in Rewe-
gungsenergle ist daher nicht adiabatisch oder isentrop und zZudem
auch nicht isoenergetisch, weil durch Abstrahlung, hnlich wie
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beli Warmeleitung, auf die Masse bezogene Gesamtenergie an dis
Ungebung abgegeben wird. Die Werte fiir die Staupunktsenthalpie hD
die kritische Geschwindigkeit €y und fiir das entsprechende Pro-
dukt kak sind daher auf der Innenseite der Wirbelkerngrenz-
schicht kleiner als auf deren Aussenseite. Die Zustandspunkte

der Wirbelkerngrenzschicht liegen folglich unter der Isotherme
durch P, V- Wegen der einsetzenden Kondensation im Kern eines
Tornados, kann man annehmen, dass diese Punkte im pv-Diagramm
aul einer Horizontalen gleichen Drucks und gleicher Temperatur
liegen. Sie ist nicht durch Py Vy elngezeichnet, sunde&n durch
elnen der Null-Grad-Grenze entsprechenden Punkt. Die Druckabsen-
kung betrdgt dabei etwa 30%, was der Druckabsenkung auf einem

rd. 3000 m hohen Berg entspricht. Bei im vorliegenden Sonderfall
konstantem Druck wird die Fliahkraff der Grenzschicht durch die
Iambbeschleunigung ausgeglichen. Allgemein ist Jedoch der Druck
im Kern erhdht, so dass dann die Lambbeschleunigung ausser der
Zentrifugalbeschleunigung auch der Druckbeschleunigung das Gleich-
gewicht halten muss.

Es liegt nahe, aus der Luftfahrt bekannte Iuftlécher mit
Wirbeln in Verbindung zu bringen. Der fiir den Auftrieb eines Flii-
gels bestimmende Staudruck bleibt zwar bei Anniherung an einen
Wirbel ungedndert, die axiale Strdmungskomponente eines Wirbels
kann aber, falls abwirts gerichtet, ein Luftloch vortduschen.
Eine aufwidrts gerichtete axiale Strémangskomponente hat eine
verglelchsweise schwdchere Wirkung, weil dann die Schwerkraft

dem Auftrieb entgegen wirkt.
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5. Entropile:

Das Versiéindnis der Entropie setzt die Xldrung zweier Be-

griffe voraus:
1. Reversibilitat einer fustandsinderung

2. Vollstindigkeit eines Differentinls.

1. Als reversibel gelten Zustandsinderungen, die so langsam ver-
laufen, dass die erzeugte kinetische Energie in jedem Augen-
blick vernachléssigbar ist. Das schrinkt den Begriff der Re-
versibilitdt unzul#issig ein. Richligerweige hat man Zustands-
inderungen als reversibel zu bezeichnen, wenn die Erzeugung
von Wirbeln und Reilbungswiirme vernachléssigbar ist. Die Ex-
pansion in elner lavaldiise erfolgt z.B. reversibel, trotzdem
die Stromungsgeschwindigkeit im engsten Queraschnitt die
Schallgeschwindigkeit erreicht. Auch die Zustandsidnderungen
in einer Schallwelle sind, bel nicht vernachléssigbarer ki-
netischer Energie, reversibel.

2. Das vollstdndige Differential einer Funktion z zweiler Verdn-
derlicher, x und y, ist:

07 o
dz = —=— dx + ---= dy (5.1)
o x Dy
Ein Differentisl der Form:
dz = Q dx + P dy (5.2)

ist demnach vollsténdlg, wenn die Bedingung

o q 2P

;a_}r_= 5 (5.3)
erfiilllt ist, was auf der Vertauschbarkeit der Reilhenfolgs
partieller Differentiationen beruht. Zur Veranschaulichung

sel eln Gas hetrachtet, das der idealen Gasgleichung geniigt:

p v p v
T o= e dT = — dv + - dp (5.4)
R R R
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GemAss (5.3) ist das Temperaturdifferential dT ein vollstin-
diges Differential, T also eine Zustandsfunktion: Jedem Puankt
im pv-Diagramm enispricht eine bestimmte Temperatur, Punkte
glelicher Tewperatur liegen auf Isothermen., Integration van
dT awischen zwcl Punkten ergibt elne bestimmte, diesen Punkten
entsprechende Temperaturdifferenz AT, unabhiéingig von der Art
der Zustandsédnderung bzw. von der Wahl des Integrationswegs
im pv-Diagramn.

Dagegen hat die Arbeit W der Druckkréfte, beli einer Zu-
standsanderung zwischen den gleichen Punkten, einen von der
Art der Zustandsindserung und damit vom Verlauf dor Zuastands-
linie abhingigen Wert, der im pv-Diagramm durch die Fldche

unter der Zustandslinie gegeben ist:

1

W = Sp dv 5851
i
Die Arbeit W ist also keine Zustandsfunktion und p dv ist

damit auch kein vollstBndiges Differential.

Ebenso wie dT ist bel als konstant vorausgesetzter spez.Wdrme
auch du ein vollstdindiges Differential. Dagegon ist mit p dv ,
wie aus dem l.Hauptsatz (3.1) ersichtlich, auch das Differential
dq der zugefiithrten Widrmemenge unvollstdandig. Das unvollstindige
Differential (3.1) dv

dg = da + R -- T (5.6)
L'

verwandelt sich in ein vollstdndiges Differential, wenn man es mit
einem integrierenden Faktor, hier 1,/T , multipliziert:
dg dT dv
-~ = ¢, == + R -- (5.7)
T T )
Da rechts vollstandige Differentiale von Zustandsfunktionen stehen,

muss dies auch fur die linke Seits gelten. PFiir reversible Zustands-

anderungen ist damit eine Zustandsfunktion definisrt, die als



Entropie s bezeichnet wird:
dqr
ds = --- (5.8)
T
der Index r bezieht sich auf die vorausgesetzte Reversibilitdt,
womit im vorliegenden Zusammenhang die Beschrinkung auf Poten-
tialstromungen eines homogenen Mediums gemeint ist. Relbung, War-
leitung, WHArmestrahlung, Schallemission und -absorption, Ver-
dichtungsstdisse und Wirbelbildung sind damit ausgeschlossen, d.h.
auftretende Zustandsinderungen sind notwendig isoenergetisch,
die Gesamtenergle oder Staupunktsenthalpie muss erhalten bleiben,
wie z.B. bel adiabatischen Zustandséinderungen, wo Warme weder zu-
noch abgefithrt wird, es also nur zu einem inneren Austausch von
kinetischer und potentieller Energie kommt - was bei Umwandlung
von potentieller Wdrme- oder Druckenergie in kinetlsche Energie
keinen Widerspruch zum 2.Hauptsatz der Whrmelehre darstellt, weil
adiabatische Zustands@nderungen unter den getroffenen Vorausset-
zungen gleichzeitig isentropisch (ds = 0) sind - oder bel iso-
thermen Zustandsinderungen, die ebenfalls isocenergetisch verlaufen,
weil sich hierbei zu- oder abgefithrte Wdrmemengen mit abgegebenen
oder aufgenommenen Husseren Arbeitsleistungen ausgleichen.
Vorginge, die nicht in oblgen S5inn reversibel sind, sind sta-

tionkir, dissipativ oder, wie bei Wirbelbildung, antidissipativ.
Die gebrduchliche Bezeichnung dissipativer Vorgange als irrever-
sibel, die auf einer unzuldssigen Verallgemeinerung des 2.Haupt-
satzes beruht, leugnet, entgegen vielfachen Erfahrungen, spontane
wWirbelbildungen, wie sie z.B. in superfliissigen Hellum, in der
Sonnen- und Erdatmosphire und in der Atmosphdre sonnenferner Pla-
neten beobachtet werden. Das spontane Auftreten unverstandener
wirbel wird indirekt wvon Starr (MIT) durch seinen, als geschel -
tert zu betrachtenden Versuch bestatigt, Wirbelbildungen beil dog-

matischen Festhalten am 2.Hauptsatz auf eine von ihm erfundene
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"negative Wirbelviskositat"™ zuriickzufiihren [1].

Jedes reale Medium besitzt, auch wenn es als ideales Gasg
verstanden werden kann, eine positive Zihigkeit oder Viskositat.
Bei einem idealen Gas wird gaskinetisch vorausgesetzt, dass die
einzelnen Partikel durch elastische Stdsse Impuls austauschen
kOnnen, sonst aber keinen Wechselwirkungen unterliegen. Das ge-—

nigt bereits, um eine vom Zustand abhiédngige Zihigkelt zu berech-

ner.

Wirbel entstehen uuw so leichter, je geringer die Zihigkeit
des Medlums 1ist. Am leichtesten in superfliissigem Helium. Ginz-
lich ohne Schubspannungen und Reibung kénnen Wirbel nicht entste-
hen und nicht verschwinden. Das klingt wliderspriichlich, besagt
aber nur, dass der Bereich, in welchem die Reibung durch die dem
Gradienten der Wirbelenergle entsprechende Beschleunigung iiber-
wunden werden kann, extrem kleine Zihigkeiten einschliesst.

Kaun sich in einem Medium gegebener Zdéhigkeit ein Wirbel
D1s zuw stabllen, stationfiren Zustand entwickeln, so wird die
Zéhigkeit unwirksam:

l. Der Potentialwirbel ist nicht nur eine per Definition rei=
bungsfreie Idealisierung. PFur eine zylindersymmetrische Stro-
muny, deren Geschwindigkeit w mit C/r abnimmt, verschwindet

in der Navier-Stokesschen Beschleunigungsgleichung das dis-

sipative Zusatzglied &;:

;d = 9 (grad div w - rot rot ;) (5.9)
denn in Zdylinderkoordinaten gilt fir div w:
i ?{IHI] "awl_ w C C

div W = = —=—<=" = —c=Z= 4§ —= = = -5 + =3 = 0 (5.10)
or or r r r

und Tir die z~Komponente von rot w:

(I’ﬂt ;}Z = - {__.- —————————— } = = == 4+ === 0 {5,11)
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die beiden anderen Komponenten von rot w wverschwinden aus
Symmetriegriinden.

2. In der-Wirbelkerngrenzschicht treten keine Schubspannungen
auf. Gleitende Reibung wird hier durch rollende Bewegungen
der die Grenzschicht bildenden diinnen Wirbelfidden ersetzt.

5. Die Beltramistromung im Wirbelkern kann in erster Niherung
als Zusammensetzung einer starren Rotation und einer axialen

Verschiebung verstanden werden, was innere Relbung ausschliesst.

Filr stationdre Wirbel tritt damit an die Stelle der Navier-
Stokesschen Beschleunigungsglelichung wieder die Eulersche BRe-
schleunigungsgleichung (3.8). Die grosse Bestdndigkeit von Wir-
beln im atomaren und subatomaren Bereich, von Ringgalaxien aber
auch von Raucherringen, die sich mit gleichbleibender Geschwindig-
keit iiber weite Strecken bewegen, bestiatigt die Relbungsfreiheit
stabilisierter Wirbelringe.

In Wirbeln ist die Stromung nicht iscenergetisch. In einem
stationdren Wirbel ist die Staupunktsenthalpie h.:j zwar in jedem
Punkt zeitlich konstant, unterliegt aber einerxr édrtlichen Vertei-

lung (grad h, # 0). Entsprechendes gilt fiir andere Zustandsvaria-

ble des stationdren Wirbels. Damit verbunden ist eine kleine
Schwierigkeit, die es zu kladren gilt, um Missverstdndnisse zn

vermeiden:

Da dissipative Verluste nicht auftreten, gilt fiir den sta-
tiondren Wirbel entsprechend (5.8):

dq = T ds (5.12)

§ind beim Durchgang eines Masseteilchens durch einen Wirbelring
die auftretenden Zustandsinderungen adiabatisch, oder treten
keine Zustandsiéinderungen auf, wie bei Potentialwirbeln, so ver-
schwinden die substantiellen ﬁndaruﬂgen dq und ds. Zudem sind

im stationdren Wirbel such alle lokalen Enderungen, also dise
partiellen zeitlichen Ableitungen, gleich null. Wenn gleich-
zeitig substantielle und lokalé Anderungen verschwinden, so ver-
schwinden auch die konvektiven Anderungen, z.B. w grad s. Da
weder w noch grad s verschwinden, muss grad s auf den Stromli-
nien senkrecht stehen. Ableitung von (5.12) nach einer zur
Stromlinie senkrechten Richtung ergibt:
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grad q = T grad s (5.13)
d.h. fir stationdre Wirbel wird qQ zZu einer Zustandsfunktion, die
fur jeden Punkt die Wdrmemenge angibt, die wahrend des Bildungs-
vorgangs irnsgesamt zu- oder abgefitlhrt wurde.

Der l.Hauptsatz gibt in differentieller Form (%.1) substan-
tielle Differentiale. Durch rdumliche Ableitung, durch Gradienten-
bildung, erhédlt man den 1.Hauptsatz in der Form:

grad q = T grad s = grad u + p grad v (5.14)
Vereinigung mit der Eulerschen Beschleunigungsgleichung (3.8)
ergibl den Energiesatz stationdrer Wirbel:
we - e
T grad s = gradzg + grad u + grad(pv) - wx rot w (5.15)
Fasst man die ersten drei Glieder der rechten Seite Zusammen,
80 erhédlt man die Wirbelgleichung von Vazsonyi:
T grad s = grad h, - WX rot w (5.16)

Eingang in Lehrbiicher findet meist nur eine verkiirzte Form, der

Wirbelsatz von Crocco: - N
T grad s = - wX 0ot W (5.17)

der das grundsédtzlich nicht isoenergetische Verhalten von Wirbeln
nicht zum Ausdruck bringt und dementsprechend nur auf Wirbel an-
wendbar ist, die so schwach sind, dass die Absenkung der Stau-
punktsenthalpie h, vernachlédssigt werden kann.

Fuhrt man in die Vazsonylgleichung mit (2.9) den Gradienten
der Wirbelenergie § €in, so erhdlt man die Fundamentalgleichung
stationdrer Wirbel:

T grad s = grad h, + grad y (5.18)
die sich von der Gibbsschen Fundamentalgleichung chemischer Reak-
tionen im wesentlichen nur dadurch unterscheidet, dass an die
Stelle der chemischen Potentiale, das Potential y der Lambbeschleu-
nigung tritt. Multipliziert mit einem Wegelement ergibt (5.18):

T ds = dh, + dy (5.19)

Da rechts nur vollstédndige Differentiale stehen, ist auch T ds,
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bzw. dg, eiln vollstdndiges Differential und somit q eine Zustands-

funktion des stationéiren Wirbels, worauf bereits hingewiesen wurde.

6. Spontane Wirbelbildung:

1. GrossrBumig ist absolute Wirbelfreiheit in einem gasférmigen

oder flilssigen Medium ein nicht realisierbarer Grenzfall.

2. Beli Wirbelfreiheit erzeugen Dichtelinderungen entgegenwirkende
Druckkrifte. Entstehende Schwingungen sind geddmpft. Kinetische
Energie verwandelt sich letztlich in potentielle Energie.

5. Umgekehrt verwandelt sich potentielle Energie - aus Griinden
der Drehimpulserhaltung - in kinetische Energie, wenn ein Wirbel
verdichtet wird, bis beli Eintritt des kritischen Zustands ein
Maximum an kinetischer und ein Minimum an potentieller Energie

erreicht und damit der Zustand stabilisiert ist.

4. Spontan, also unabhlngig von Husseren Einwirkungen, setzt
sich, nach allfdlliger ﬁherwindung einer Zhhlgkeitsschwelle, eine
stabllisierende Wirbelbeschleunigung fort, wenn die Zustandsin-
derungen eines Masseteilchens mit einer Abnahme des Produkts pv

verbunden sind.

5. Eann, wie in der Regel, mit konstanter spez.Wdrme gerechnet
werden, so gllt filr Zustandsinderungen eine Polytropengleichung,

mit dem Polytropenexponenten n.

6. Soll bei zunehmender Dichte und zunehmenden, allenfalls

gleichbleibenden Druck im Wirbelimneren das Produkt pv abnehmen,
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80 muss der Polytiropenexponent n zwischen null und eins liegen:

0 < n <ZL (6.1)

7. Im pv-Diagramm verlaufen diese Polytropen flacher als Iso=
therme, im Bereich zwischen Isotherme und Isobare (Abb.4). Mit
fortschretendem Bildungsvorgang wachsen Dichte und Druck des
Kerns und entsprechend wichst - vom isobaren Zustand mit n=0

beginnend - die Steigung der Polytrope.

8. Den Teilchen des Wirbelfelds entsprechen Zustandspunkte, die
auf der durch den Staupunkt PoV, £ehenden Adiabate liegen. Bei
Wirbelbildung wandern die Zustandspunkte = mit wachsender An-

naherung an den Kern - auf dieser Adiabate nach unten, in Rich-

tung auf den kritischen Punkt Pk~

9. Die Zustandspunkte der Teilchen der Wirbelkerngrenzschicht
liegen auf einer Polytrope durch PVy. Die Teilchen wandern bei
Wirbelbildung auf spiralftrmigen Bahnen durch die Grenzschicht
in den Kern, wobei die Zustandspunkte nach links bzw. oben wan-
dern, bis bei Ubertritt in den Kern der Endpunkt auf der Poly-

trope erreicht ist.

In Schallwellen verlaufen Zustandsanderungen schnell. Ge-
geniiber lokalen, zeitlichen Anderungen sind daher konvektive,
rédumliche inderungen in Schallwellen meist vernachlédssigbar.
Bei Wirbelbildungen liegen die Verhiéltnisse umgekehrt, Die Zu-
standséinderungen verlaufen hier langsam, quasistationHr, so
dass lokalse inderungan gegeniiber konvektiven vernachlissigt
werden konnen, substantielle indarungan somit fiir konvektive
gesetzt werden diirfen. Pir den Bildungsvorgang folgt aus (5,18)
elne mit (5.19) formal iibereinstimmende, aber substantisll zu
versiehende Gleichung, die wegen der auftretenden ZHhigkel ta-

wirkungen um ein dissipatives Glied dqd zu erweitern ist:
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T ds + dgg = dq + dgq = dh, + dy (6.2)

Auch das Wirbelfeld eines entstehenden oder verschwindenden
Wirbels kann in erster Niherung als Potentialwirbel verstanden
werden. Ein Potentialwirbel ist zwar wirbelfrei, besitzt aber
einen Drehimpuls, hervorgerufen durch die Bewegungen der Masse-
teilchen um die Wirbelachse. Bei Erzeugung und Vernichtung eines
Wirbels miissen ﬁnderungﬂn dieges Drehimpulses ausgeglichen sein.
Da im Inneren eines Mediums nur in sich geschlossene Wirbellinien
entstehen und verschwinden kénnen, sich bildende Wirbel also
Ringform besitzen, erfolgt dieser Drehimpulsausgleich zwangsléu-
fig, wie man erkennt, wenn man einen Schnitt des Wirbelrings,
senkrecht zur Ringebene, betrachtet. Wegen seiner achsparallelsn
Stromungskomponente besitzt der stabile Wirbelring einen Spin,
einen Drehimpuls beziiglich der zur Ringebene senkrechten Achse,
der bei Wirbelentstehung und -vernichtung ebenfalls ausgeglichen
seln muss, z.B. durch paarweise Wirbelbildung oder -vernichtung.

Beginnend mit einem stets vorhandenen Wirbelkeim entwickelt
sich ein Wirbel zunéchst durch dussere Kompression. Eigenartiger-
weise bewirkt sie fiir das einzelne spiralférmig nach innen be-
wegte Massetellchen eine adiabatische Expansion, zufolge, aus
Grinden der Drehimpulserhaltung, wachsender Geschwindigkeiten.
Verdichtet wird dabei nur der Wirbelkern.

Im Husseren Wirbelfeld bleiben die Geschwindigkeiten &rt-
lich erhalten, d.h. der Geschwindigkeitszuwachs eines Teilchens
ist hier gerade gross genug,um die Geschwindigkeit des verdring-
ten Teilchens zu erreichen. Im achsnahen Bereich wachsen da-
gegen nicht nur die substantiellen, sondern auch die drtlichen
Geschwindigkeiten. Es bildet sich eine Wirbelkerngrenzschicht,
unter deren Einfluss sich Beschleunigung und Kernverdichtung

spontan, unabhéngig von Husseren Einwlirkungen, fortsetzen, bis



|

1

3 - i

e ——

__-.-_'__-Ir__
T I
| [
wref T —
1 . ..
! }

A
ofnoid

S~
mr._..__-‘Er..:-.._ S

Abb. 4

im stabilen Zustand auch im Kern die kritische Geschwindigkeit
grreicht 1st. Wegen der abgesenkten Staupunktsenthalpie ist die
kritische Geschwindigkeit des Kerns sehr viel kleiner als die
kritische Geschwindigkeit des Wirhelfalds.

Zustandsénderungen im Wirbelfeld erfolgen iscencrgeticech:
Ohne mit der Umgebung Warme cder mechanische Arbeit auszutauschen
wird Warme in kinetische Energie verwandell. Dus steht, wegen
der Heversibllit&t des adlabatischen Vorgangs, nicht in Wider-
spruch zum 2.Hauptsatz der Wermelehre.

Im pv-Disgramm wird bel logarithmischer Teilung auch eine
Pclytrope zu einer Geraden. Die jeweilige Polytrope der Grenz-
achicht geht - socfern keine Phasenumwandlungen auftreten - durch
den Punkt p,v, der Wirbelfeldadiabate. Damit kann die stabile
Grenzlage der Polytrope (Abb.4) gezeichnet werden, wenn man den
Zustandépunkt des stabilen Kerns kennt. Die der Abbildung 4 zu-

grundegelegten Datern bewiehen sich Aauf den Elektronenwirbel [P].



25
Wahrend des Blildungsvorgangs wird unter der Wirkung der
Iambbeschleunigung Masse durch die Grenzschicht in den Kern ge-
driickt. Die hierfiir auf einer Polytrope zu leistende Arbeit W

ist im pv-Diagramm (Abb.4) durch die Fl#che unter der Polytrope
gegeben: nfav 1
W: d = - = e e e —
gp v PrVk on 1 (Plvl kak} (6.3)

d.h., da D1V, gegen py v, vernachldssigbar ist, dass W negativ
ist, Arbeit also zugefithrt wird.

Der Zusammenhang zwischen zugefithrter Whrmemenge q und ab-
gegebener, geleisteter Arbeit W ist bel polytropischer Zustands-
Anderung: - n

q = ———== w (6.4)
wegen & > 1 5> n wird mit W auch q negativ, d.h. Wirme wird abge-
gegeben.

Fir die auftretende Differenz der Staupunktsenthalpie ﬁth
gilt: #

OAh = ————- (pyvy - PRV ) (6.5)
it
Mit den Werten fiir q,Ah, und den fiirér gefundenen Wert (4.13)
ist die Integralgleichung zu (6.2) bereits in erster Naherung
erfiillt, so dass man annehmsn kann, dass dem dissipativen Glied,
trotz seiner grundsatzlichen Bedeutung, zahlenmissig kein
grosses Gewicht zukommt.

Warme kann aus dem Kernbereich nicht durch Wdrmeleitung oder
Warmestrahlung abgefiihrt werden. Da Tornados ein ausserordentlich
starkes Gerfusch erzeugen, liegt die Annahme nahe, dass die Ener-
gieabgabe auf Abstrahlung longitudinaler Wellen beruht.

In elner fortschreitenden, ebenen, longltudinalen Welle -
und in einiger Entfernung von der Quelle kann jede Schallwelle
als ebene, eindimensionale Welle angesehen werden - sind Dichte-
und Druckéinderungen mit den Verschiebungsgeschwindigkeiten in

Phase, und mit gleicher Phase schwingen auch die Rnﬂerungen des
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spez. Volumens, d.h. Abweichungen des spez. Volumens vom Mittel-
wert erreichen im gleichen Augenblick ihren Grosstwert, indem
auch die Druckabweichung ihren Grosstwert erreicht. Die dem Pro-
dukt pv proportionale potentielle Energie und die dem Quadrat
der Verschiebungsgeschwindigkeit proportionale kinetische Energle
g}aichan sich nicht gegenseitig aus, sondern sie addieren sich.
Potentielle und kinetische Energie schwingen phasengleich. Die
Gesamtenergie (Staupunktsenthalpie) unterliegt damit periodischen
ﬂnﬁarungan, die sich mit der Phasengeschwindigkeit der Welle
fortpflanzen und den Energletransport der Welle verursachen. Die
Zustandséinderungen sind also nicht isoenergetisch und damit -
entgegen der Lehrmelnung - weder adiambatisch noch isentrop.

Angemerkt sel, dass auch bel transversalen, fortschreitenden
Wellen der Energietransport - entgegen der Lehrmeinung - mit Pha-
sengeschwindigkeit erfolgt. Die Energie- oder Jlgnalgeschwindig-
keit kann daher die Vakuumlichtgeschwindigkeit iiberschreiten,
was der Relativitdtstheorie den Boden entzieht. Zu haruuksiﬂhti—_
gen ist in diesem Zusammenhang, dass der Interferenzversuch von
Michelson liber die Existenz des Athers nur dann eine Aussage
wacht, wenn sichergestellt ist, dass der ithar im Nahbereich der
Erde nicht - éahnlich der Atmosphére -~ mit der Erde mitbewegt ist.
Zu diesem Zweck wurde der Rotatlionsversuch von Sagnac mit orts-
festen Splegeln ausgefilhrt, um so die Rotation der Erde gegeniiber
einem nicht mitrotierenden Ather nachzuwelsen. Michelson und Gale
haben seinerzeit behauptet, dass ihnen dieser Nachweilis geélungen

sel, was mitl dem Laserringgyroskop heute widérlegt werden kann.

Entropie kann nicht nur erzeugt, sondern - entgegen der
Lehrmeinung - auch vernichtet werden: Piir eine Entropiebilanz
18t es glelichgiltig, in welcher PForm und mit welchen Mitteln

elne Warmemenge von einem Korper auf einen anderen iilbertragen
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wird. Sind zwel sonst gleiche Kugeln unterschiedlich stark er-
hitzt, so kann WArmestrahlung der kdlteren Kugel mit einem Hohl-
splegel auf die heissere Kugel {libertragen werden, was insgesamt,
unter leicht erfiillbaren Bedingungen, mit Entropievernichtung
verbunden ist.

Die Temperatur eines Wirbelkerns ist gegeniiber der Umgebung
stets abgesenkt. Sonnenflecken, Hagel in Tornadoschliuchen, Kon-
densstreifen, hervorgerufen durch Wirbel, die sich an den Enden
von Flugzeugfliigeln ablésen, veranschaulichen diese Temperatur-
absenkung. Die ﬁbertragung von Gesamtenergie vom Kern*91n95 in
Bildung begriffenen Wirbels auf die Umgebung bewirkt, bei nie-
drigerer Temperatur eine Entropieabnahme des Kerns, die grosser
ist als die bei hoherer Temperatur erfolgende Entropiezunahme
der Umgebung, so dass insgesamt Entropie vernichtet wird, ent-

gegen der Aussage des 2.Hauptsatzes der Warmelehre.

[l] V.P.Starr: Physics of Negative Viscosity Phenomena, 1961
[2] W.M.Bauer: Wirbelelektron, 1985
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